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摘　 要:为了建立系统的正交面齿轮传动啮合界线与曲率干涉界线理论,本文通过求解非线方程组获得了两类界

线的数值解。 证明了啮合界线在小轮齿面上是渐开线;其共轭线也是渐开线。 发现干涉界线一般有 2 条,近齿面

干涉界线存在于面齿轮内端附近,大致沿齿高走向。 近齿面干涉界点存在平凡解,是干涉界线和啮合界线共轭线

的交点,位于传动副瞬时相对转动轴上。 基于近齿面干涉界线,建立了面齿轮无根切内径公式,通过数值迭代可以

获得内径准确值;还导出了无根切内径估算公式,便于设计中应用。
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Abstract:In
 

order
 

to
 

establish
 

the
 

theory
 

of
 

two
 

kinds
 

of
 

limit
 

line
 

is
 

set
 

forth
 

for
 

the
 

orthogonal
 

face
 

gear
 

drive.
 

By
 

solving
 

the
 

nonlinear
 

equations,
 

the
 

numerical
 

solutions
 

of
 

the
 

limit
 

lines
 

are
 

obtained.
 

It
 

is
 

proved
 

that
 

both
 

the
 

meshing
 

limit
 

line
 

and
 

its
 

conjugate
 

line
 

are
 

all
 

involute.
 

Generally,
 

the
 

interference
 

limit
 

line
 

has
 

two
 

branches,
 

and
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near
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gear
 

exists
 

approximately
 

at
 

its
 

inner
 

end,
 

roughly
 

along
 

the
 

tooth
 

height
 

and
 

slightly
 

aslant.
 

The
 

interference
 

limit
 

point
 

has
 

a
 

trivial
 

solution,
 

and
 

the
 

related
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is
 

the
 

intersecting
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of
 

the
 

limit
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and
 

the
 

conjugate
 

line
 

of
 

meshing
 

limit
 

line.
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tive
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the
 

gear
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By
 

means
 

of
 

the
 

theory
 

proposed,
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compute
 

the
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inner
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is
 

proposed
 

for
 

the
 

face
 

gear
 

without
 

undercutting.
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an
 

approximate
 

formula
 

to
 

estimate
 

the
 

non-undercutting
 

inner
 

radius
 

is
 

put
 

forward
 

for
 

convenient
 

design.
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　 　 面齿轮传动源于“灯笼齿轮传动” [1] ,这是一种

通过销齿啮合的拨挂齿轮副。 现代正交面齿轮传动

中,小轮为渐开线圆柱直齿轮,分度曲面是圆柱面;
大轮为端面直齿轮,分度曲面是平面。 在啮合传动

的过程中,分度圆柱面在分度平面上做滚动和滑动。
作为大轮的端面直齿轮,一般可用产形面与传动副

中小轮齿面一致的刀具范成得到。 按照机械传动的

啮合理论[2-3] ,啮合界线是线共轭齿面偶 [S1,S2]
中,主动轮齿面 S1 瞬时接触线族的包络线,决定了

主动轮齿面工作区的自然边界。 通过对啮合界线进

行深入系统的研究,可以为确定传动副技术参数提

供理论依据,明确齿面参数的求解域,从而形成传动

副的科学设计方法。 同为偏置传动的锥蜗杆传动、
圆柱蜗杆传动的啮合界线研究[4-7] ,已经充分证实

了上述论断。 从产形面与切齿啮合的相对运动出

发,建立面齿轮齿面的奇点条件,按传动副的不同技

术参数, 研究齿宽系数、 面齿轮内径的变化规

律[8-11] 。 面齿轮内径取决于其根切特性,但是按其

提供的内径公式设计面齿轮,往往不能切实保证面

齿轮完全无根切[12] ,其他研究参见文献[13-16]。
本文通过研究啮合界线与曲率干涉界线得到了

确定面齿轮内径的方法与计算公式。
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1　 正交面齿轮副的齿面方程

　 　 如图 1 所示,建立动坐标系 σ1{O1;i1,j1,k1} 与

小轮固连,原点 O1 为小轮齿宽中点, k1 沿小轮的轴

线方向。 小轮齿面为渐开线柱面,按图 1 所示几何

关系,利用圆向量函数[17] ,可以写出小轮齿面 S1 的

方程为:
r1 = rbe1 θ( ) - rbθg1 θ( ) + uk1 (1)

式中: u 和 θ 为 S1 的曲纹坐标; u ∈ [ - b1 / 2,b1 / 2],
b1 为小轮的齿宽; rb 为小轮基圆半径。

从式(1)可求得偏导矢为:
r1u = k1,r1θ = rbθe1 θ( ) (2)

　 　 从式(2)可以计算出小轮齿面 S1 的单位法向量

n1, 它指向小轮轮齿实体,n1 为:

n1 =
r1u × r1θ

r1u × r1θ

= g1 θ( ) (3)

　 　 图 2 中 σo1{O1;io1,jo1,ko1} 和 σo2{O2;io2,jo2,
ko2} 为静系, ko2 ⊥ ko1, 垂足为 O2, 单位矢量 ko2 沿

面齿轮轴线,选定 jo2 ∥ jo1。 O2O1
→ = Rm,Rm 为图 3

所示面齿轮中径。

图 1　 渐开线柱面形成机理示意

Fig. 1　 Diagram
 

to
 

denote
 

formation
 

mechanism
 

of
 

invo-
lute

 

cylinder
 

surface

图 2　 描述面齿轮副啮合的坐标系

Fig. 2 　 Coordinate
 

systems
 

to
 

describe
 

meshing
 

of
 

face
 

gear
 

pair

图 3　 轴截面内的面齿轮副

Fig. 3　 Face
 

gear
 

pair
 

in
 

axial
 

section

传动副啮合过程中,小轮齿面在静系 σo1 中形

成单参数渐开线柱面族 {S1}, 利用回转变换矩

阵[3] ,从式(1)可以得到曲面族 {S1} 的方程为:
　 r1( ) o1 = R ko1,φ1[ ] r1 = xo1 io1 + yo1 jo1 + uko1 (4)
式中 φ1 为小轮转角,而且,

xo1 = rbcos(θ + φ1) + rbθsin(θ + φ1)
yo1 = rbsin(θ + φ1) - rbθcos(θ + φ1){

　 　 从式 ( 3) 可以得到曲面族 {S1} 的单位法矢

量为:
n1( ) o1 = R ko1,φ1[ ] n1( ) 1 = go1(θ + φ1) (5)

　 　 取小轮角速度矢 ω1 = ko1, 则大轮角速度矢量

ω2 = 1 / i12 io1, 参看图 2, i12 为面齿轮副传动比,从而

传动副相对角速度矢为:
ω12 = ω1 - ω2 = - i -1

12 io1 + ko1 (6)
　 　 根据齿轮啮合理论[3] ,基于式(4)和式(6),面
齿轮副的相对运动速度为:

V12 = - yo1 io1 + xo1 +
u + Rm

i12
( ) jo1 -

yo1

i12
ko1 (7)

　 　 从式(5)和式(7)得到正交面齿轮传动的啮合

函数为:

Φ = n1( ) o1· V12( ) o1 =
u + Rm

i12
cos θ + φ1( ) + rb

(8)
　 　 式(8)对 φ1 求偏导数,即得到啮合界线函数为:

Φφ1
(u,θ,φ1) = ∂Φ

∂φ1

= -
u + Rm

i12
sin(θ + φ1) (9)

　 　 按图 2 所示的坐标变换关系,利用回转变换矩

阵,从式 ( 4) 和式 ( 8), 在与面齿轮固连的动系

σ2{O2;i2,j2,k2} 中,可以得到面齿轮齿面 S2 方程:

r2 = R k2, -
φ1

i12

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú R jo2, - π

2
é

ë
êê

ù

û
úú r1( ) o1 - Rm io2{ }

Φ(u,θ,φ1) = 0

ì

î

í

ï
ï

ïï

(10)
　 　 从式(10)中的啮合方程 Φ = 0 可以解出:
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u = -
i12rb

cos(θ + φ1)
- Rm (11)

　 　 把式(11)代入式(10),利用圆向量函数与球向

量函数[17] ,齿面 S2 方程(10)改写为:

r2 ϕ,φ1( ) =
i12rb

cos ϕ
e2 -

φ1

i12
( ) + rbm2

π
2

-
φ1

i12
,ϕ( ) -

rb(ϕ - φ1)n2
π
2

-
φ1

i12
,ϕ( ) (12)

式中 ϕ = θ + φ1。

2　 啮合界线

2. 1　 啮合界线的方程及其性质

　 　 根据啮合理论,式(8)和式(9)中令 Φ = Φφ1
=

0, 可得到小轮齿面上 2 类界点[2]条件为:
sin(θ + φ1) = 0 (13)

cos(θ + φ1) = -
i12rb

u + Rm
(14)

　 　 利用三角关系,从式(13)、式(14)可以求出:
u(1) = i12rb - Rm (15)
u(2) = - i12rb - Rm (16)

　 　 为限制面齿轮的轮廓尺寸,一般取 i12rb - Rm <
0, 因而 u(1) < 0。 又因从式 ( 15)、式 ( 16) 可知

u(2) - u(1) = - 2i12rb < 0, 所以 u(2) < u(1) < 0。 根

据式(1)给出的对应小轮齿面范围的参数 u 的取值

范围,可知 u(2) 对应的啮合界线远离小轮齿面。
假设 0 ≤ θ + φ1 ≤ 2π, 把式(15)代入式(14)可

以解得:
φ1 = π - θ (17)

　 　 式(1)中令 u = u(1) , 可以得到小轮齿面上啮合

界线的方程:
r1 θ( ) = rbe1 θ( ) - rbθg1 θ( ) + ( i12rb - Rm)k1

(18)
　 　 式(18)表明,正交面齿轮副的啮合界线,为小

轮齿面的横向截形,是一段基圆半径为 rb 的渐开

线。 建立小轮轴截面坐标系 {O1;xR1,yR1}, 如图 3
所示,横轴 xR1 与小轮的轴线重合,纵轴 yR1 沿小轮

的径向,按照式(1), xR1 = u,yR1 = ± rb 1 + θ 2 。
利用式(15),在坐标系 {O1;xR1,yR1} 中,面齿

轮副的啮合界线方程可以表示为:

xR1 = i12rb - Rm < 0,yR1 = ± rb 1 + θ2 (19)
式中 xR1 为常数小轮轴截面内,啮合界线垂直于小

轮轴线的直线,参看图 4。
为了确保啮合界线不进入小轮齿面,按照式

(19)应使得 xR1 ≤ - b1 / 2, 又因为 Rm = R in + b1 / 2,
其中 R in 为面齿轮内径:

R in ≥ i12rb (20)
　 　 在啮合界线不进入小轮齿面这一前提下,面齿

轮内径应满足的条件。 在式(20)得到满足的条件

下, i12rb - Rm < 0。

图 4　 啮合界线和小轮齿面的相对位置关系

Fig. 4　 Relative
 

position
 

relationship
 

between
 

meshing
 

lim-
it

 

line
 

and
 

pinion
 

tooth
 

surface
为了保证啮合方程 Φ = 0 有实数解、面齿轮齿

面存在,从式(14)可以建立不等式:

| cos(θ + φ1) | =
i12rb

| u + Rm |
≤ 1 (21)

　 　 从而可以解得:
u ≥ i12rb - Rm = u(1) 或 u ≤- i12rb - Rm = u(2)

(22)
　 　 根据近齿面和远齿面啮合界线分析,在轴截面
坐标系 {O1;xR1,yR1} 中,绘制它们与小轮齿面的相
对位置关系如图 4 所示。 式(20)选定面齿轮内径
R in, 近齿面啮合界线一侧的共轭区可以覆盖整个小
轮齿面,理论上小轮可以全齿长参与啮合。
2. 2　 啮合界线共轭线

　 　 将式(13)、式(14)代入式(12),同时考虑到 u
+ Rm = i12rb, 即可得到面齿轮齿面上啮合界线共轭
线的参数矢量方程为:

r2(ψ) = i12rbe2 ψ( ) - i12rb ψ -
i12 - 1
i12

π( ) g2 ψ( ) - rbk2

(23)

式中 ψ = θ
i12

+
i12 - 1
i12

π。

式(23)表明,在垂直于面齿轮轴线 k2 的小轮基圆
柱切平面内,啮合界线共轭线为一条渐开线,基圆半径
为 i12rb, 在此基圆上的起始角度为 (i12 - 1)π / i12。

建立面齿轮轴截面坐标系 {O2;xR2,yR2}, 如图
3 所示, yR2 轴沿面齿轮轴线, xR2 沿面齿轮径向,根
据面齿轮齿面方程(12)可以建立坐标转换关系:

xR2 = (u + Rm) 2 + y2
o1

yR2 = xo1
{ (24)

·667·
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　 　 把式(17)代入式(4)中 xo1 和 yo1 的表达式,同
时考虑到 u + Rm = i12rb, 并利用式(24),就可得到轴

截面坐标系 {O2;xR2,yR2} 中,啮合界线共轭线的方

程为:

xR2 = rb i2
12 + θ2 ,

 

yR2 = - rb (25)
　 　 式(25)表明,在面齿轮轴截面内,啮合界线共

轭线垂是直于面齿轮轴线的直线。

3　 曲率干涉界线

3. 1　 曲率干涉界线方程

　 　 对式(12)求偏导矢,可得:
∂r2

∂ϕ
=
i12rbsin ϕ

cos2ϕ
e2 -

φ1

i12
( ) + rbθm2

π
2

-
φ1

i12
,ϕ( )

(26)
∂r2

∂φ1

=
- rb

cos ϕ
g2 -

φ1

i12
( ) -

rb
i12

(sin ϕ - θcos ϕ)g2·

π
2

-
φ1

i12
( ) + rbn2

π
2

-
φ1

i12
,ϕ( ) (27)

　 　 式(26)和式(27)做叉积得到:
∂r2

∂ϕ
×

∂r2

∂φ1

=
- r2

b

i12cos3ϕ
(θ2cos4ϕ - θsin ϕcos3ϕ -

i2
12sin2ϕ)n2

π
2

-
φ1

i12
,ϕ( ) (28)

　 　 按照微分几何的理论,面齿轮齿面 S2 的奇

点[17]条件为式(28)中叉积
∂r2

∂ϕ
×

∂r2

∂φ1

= 0, 即为:

θ2cos4ϕ - θsin ϕcos3ϕ - i2
12sin2ϕ = 0 (29)

　 　 式(29)是坐标平面 (θ,ϕ) 上 S2 的曲率干涉界

线方程。 此处建立面齿轮齿面奇点条件,较传统啮

合理论中的方法[10]更简明。
因为式(29)是关于 θ 的一元二次方程,可得:

θ(ϕ) = sin ϕ
2cos2ϕ cos ϕ ± cos2ϕ + 4i2

12( ) (30)

　 　 把式(30)代入面齿轮齿面 S2 方程(12),就得

到面齿轮副曲率干涉界线方程为:

r2 ϕ( ) =
i12rb

cos ϕ
e2

θ(ϕ) - ϕ
i12

( ) +

rbm2
π
2

+ θ(ϕ) - ϕ
i12

,ϕ( ) -

rbθ(ϕ)n2
π
2

+ θ(ϕ) - ϕ
i12

,ϕ( ) (31)

　 　 式(30)、式(31)表明面齿轮齿面上,曲率干涉

界线一般存在 2 条。
3. 2　 曲率干涉界点的计算原理

　 　 为了确定曲率干涉界点,可以联立啮合方程

Φ = 0 和式(29),建立非线性方程组:

(u + Rm)cos ϕ + i12rb = 0
θ2cos4ϕ - θsin ϕcos3ϕ - i2

12sin2ϕ = 0
yR2 = xo1 = rbcos ϕ + rbθsin ϕ =- Ly

ì

î

í

ï
ï

ïï

(32)

式中: - Ly 为曲率干涉界点在面齿轮轴截面坐标系

{O2;xR2,yR2} 中的坐标, Ly > 0。 在求解方程组

(32) 确定一类界点时, Ly 须按面齿轮齿高先行

给定。
方程组(32)中未知量为 θ、ϕ和 u。 当 sin ϕ = 0

时,从式(32) 可解得 cos ϕ =- Ly / rb, 故只能取定

Ly = rb, 从而 cos ϕ =- 1。 又因为 ϕ = θ +φ1 ∈ [0,
2π], 所以在这种情况下, ϕ = π, 如式(17)所示。 将

sin ϕ = 0 和 cos ϕ = - 1 代入式(32),可以求得 θ = 0;
将 cos ϕ = - 1 代入式(32),可以求得 u = i12rb - Rm。

图 5　 相对转动轴与干涉界点平凡解

Fig. 5　 Axis
 

of
 

relative
 

rotation
 

and
 

trivial
 

limit
 

point

以上实际上求得了非线性方程组(32) 的一个

平凡解: θ = 0,ϕ = π,u = i12rb - Rm。 据此,通过式

(24)和式(25)可验证,此平凡干涉界点也位于啮合
界线共轭线上,是干涉界线和啮合界线共轭线的交

点。 平凡干涉界点的共轭点,在小轮的基圆柱面上。
因为基圆内无渐开线,此点可作为干涉界线的起
始点。

将 θ = 0,ϕ = π,u = i12rb - Rm 代入式(7),可以
计算出相应干涉界点处的相对速度 V12 = 0。 把上

述平凡解代入式(31),计算出平凡干涉界点在动系
σ2 中的径矢,经过坐标变换,可以得到此点在静系

σo2 中的径矢为:
r∗

2( ) o2 = - i12rb io2 - rbko2 (33)
　 　 因为正交轴面齿轮副属相交轴传动,小轮大轮
间的相对运动,为瞬时相对纯转动,其相对转动轴在

平面内 {O2;io2,ko2} 通过点 O2, 且沿相对角速度矢
ω12 的方向,参看图 5。 因此根据空间解析几何,可
在静系 σ o2 中得出相对转动轴的方程为:

xo2

1
=
yo2

0
= -

i12zo2

1
(34)

式中作为分母的 1,
 

0 和 1 是瞬时转动轴所在直线

方向矢量的分量,其中的“0”仅表示方向矢量的分

量为 0,并非以 0 做除数,进行除法计算,这样的表
示在空间解析几何的文献中,十分常见。
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把式(33)中干涉界点平凡解在静系 σ o2 中的坐

标代入式(34),方程得到满足,说明平凡干涉界点

在相对转动轴上。
当 sin ϕ ≠ 0 时,从式(32)可以解出:

θ = - cosϕ +
Ly

rb
/ sin ϕ (35)

　 　 把式(35)代入式(32)得到:

f(X) =
Ly

rb
X5 +

L2
y

r2
b

- i2
12 + 1( ) X4 +

Ly

rb
X3 + 2i2

12X2 - i2
12 = 0 (36)

式中 X = cos ϕ ∈ [ - 1,1]。
式(36)是关于 X 的一元五次代数方程,用 Mat-

lab 中的 roots 函数,可以求得其全部根。 选择在区

间[ -1,1]的实根作为 X 的合理值。 数值计算的经

验表明,这样的合理值一般有 2 个,分别对 2 条干涉

界线。
考虑到 Ly > rb, 所以式(35)中 cos ϕ + Ly / rb >

0, 因此为了在干涉界线上确保 θ > 0, 应取 sin ϕ =

- 1 - X2 。
按照以上求出的 sin ϕ 和 cos ϕ, 可以在区间

[0,2π]确定角度 ϕ, 再根据从式(35)求得的 θ 角的

值,就能计算出干涉界点处小轮转角 φ1 = ϕ - θ。 另

外,从式(32)又可求出,干涉界点处 u = - i12rb / X - Rm。
如此得到全部 3 个未知量 (θ,φ1,u) 后,就确定了

面齿轮副的一个干涉界点。 变动 Ly 值,就可以得

　 　

到一系列干涉界点,把它们通过插值平滑连接,便得

到干涉界线。

4　 干涉界线的数值结果

　 　 依照文献[12]确定表 1 中辅助角 α0 的值,以便

计算面齿轮外径。 给定 Ly 值得算例 A、算例 B 如表

2 所示,按本文 3. 2 节所述方法,取式(36)中 X在-1
附近的实根,计算各干涉界点,数值解结果亦见表

2。 根据这些数值结果,在面齿轮轴截面内 {O2;
xR2,yR2} 绘制出图 6 中干涉界线Ⅰ。 干涉界线Ⅱ对

应 X靠近 1 的实根,干涉界线Ⅰ上 ϕ是第三象限角,
干涉界线Ⅱ上 ϕ 是第四象限角。

表 1　 正交面齿轮副的主要参数

Table
 

1　 Main
 

parameters
 

of
 

orthogonal
 

face
 

gear
 

pair

序号 符号单位 计算依据 算例 A 算例 B

1 小轮齿数 Z1 — 25 50
2 传动比 i12 — 4 4
3 模数 m / mm — 6 6
4 面齿轮齿数 Z2 Z2 = i12Z1 100 200

5
小轮分度圆直径

d / mm
d = Z1m 150 300

6 压力角 α / (°) — 20

7
小轮基圆半径

rb / mm
rb = dcos α / 2 70. 48 140. 96

8 辅助角 α0 / (°) — 34. 60 31. 73

7
面齿轮外径

Rex / mm
Rex =

mZ2 cos α
2cos α0

342. 48 662. 89

表 2　 干涉界线Ⅰ的数值结果
 

(算例 A)
Table

 

2　 Numerical
 

results
 

of
 

interference
 

limit
 

line
 

Ⅰ
 

(Example
 

A)

界点序号 Ly / mm X ϕ / (°) θ / (°) φ1 / (°) u / mm
1 rb -1. 000

 

0 180. 000
 

0 0　 　 180. 000
 

0 35. 503
 

0
2 1. 05rb 0. 993

 

9 186. 354
 

0 29. 065
 

9 157. 288
 

1 33. 760
 

8
3 1. 1rb 0. 987

 

8 188. 948
 

2 41. 319
 

6 147. 628
 

6 32. 030
 

0
4 1. 15rb 0. 981

 

9 190. 913
 

8 50. 866
 

6 140. 047
 

2 30. 310
 

5
5 1. 2rb 0. 976

 

1 192. 550
 

5 59. 034
 

8 133. 515
 

7 28. 602
 

2

　 　 图 6 中齿面位于干涉界线Ⅰ和Ⅱ之间,既保证

了齿面位于啮合界线可用一侧,又避让了干涉界线,
还没有过分加大轮廓尺寸。 这样就使得干涉界线Ⅰ
大致位于面齿轮内端附近,干涉界线Ⅱ大致位于其

外端以外。 2 条干涉界线都近似沿齿高走向。 干涉

界线Ⅰ上点 1 得自方程组(32)的平凡解。 图 6 中

啮合界线共轭线按式(25)绘出,反映出干涉界线Ⅰ
上点 1 是干涉界线Ⅰ与啮合界线共轭线的交点。

干涉界线Ⅰ实际上控制了面齿轮内径 R in, 使

之不可过小,否则面齿轮容易发生曲率干涉。 由于

受到面齿轮齿顶锐化的限制[8,12] ,面齿轮外径 Rex 不

可以过大,因而干涉界线Ⅱ通常远离面齿轮的齿面,

对其进一步的讨论从略。 由此可见,面齿轮发生曲

率干涉的危险部位,在于其内端齿根位置。

图 6　 面齿轮轴截面内曲率干涉界线和啮合界线共轭线
Fig. 6　 Interference

 

limit
 

line
 

and
 

conjugate
 

line
 

of
 

mes-
hing

 

limit
 

line
 

in
 

face
 

gear
 

axial
 

section

·867·



第 4 期 赵亚平,等:正交面齿轮传动的两类界线

5　 面齿轮无根切最小内径的确定

　 　 如前所述面齿轮曲率干涉的危险部位,在其内

端齿根,因此可在式(36)中取定 Ly = r0 = ra + c∗m,
求得相应干涉界点,以此干涉界点在轴截面坐标系

{O2;xR2,yR2} 中的横坐标 xR2, 为面齿轮内径。 此

处, ra 为小轮齿顶圆半径, c∗ 为小轮顶隙系数。 这

样就能保证干涉界线Ⅰ完全不进入面齿轮齿面,如
图 6 所示。

按上述思路,借助啮合方程 Φ = 0、 坐标转换关

系(24)和式(36)可以建立关于 (X,R in) 的代数方

程组:
r0

rb
X5 +

r2
0

r2
b

- i2
12 + 1( ) X4 +

r0

rb
X3 + 2i2

12X2 - i2
12 = 0

(37)
R2

in + r2
0

r2
b

X4 + 2
r0

rb
X3 -

R2
in

r2
b

+ i2
12 - 1( ) X2 + i2

12 = 0

(38)
　 　 用 Matlab 中的 roots 函数,可以求得式(37)关

于 X 的全部根,取其中大于-1 且最接近于-1 者,代
入式(38),面齿轮内径 R in 为:

R in = rb
i2

12

X2
+

r0

rb
X + 1( )

2

1 - X2 (39)

　 　 按式(36)的约定,式(37)中 X = cos ϕ, 据此利

用三角关系,可以把式(37)改写为:

i2
12sin4ϕ - X3 X +

r0

rb( ) sin2ϕ - X4 X +
r0

rb( )
2

= 0

(40)
　 　 式(40)是关于 sin ϕ 双二次方程,解之可得:

sin2ϕ = X2

2i2
12

X +
r0

rb( ) X + X2 + 4i2
12( ) (41)

　 　 利用式(41)和三角关系,就能把式(39)改为:

R2
in

r2
b

=
i2

12

X2
+

r0

rb
X + 1( )

2

1 - X2
=
i2

12

X2
+

r0

rb
X + 1( )

2

sin2ϕ
=

i2
12

X2 1 +
2

r0

rb
X + 1( )

2

X +
r0

rb( ) X + X2 + 4i2
12( )

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(42)

　 　 基于干涉界点的计算经验可知: X = cos ϕ ≈
- 1, 参见表 2。 经此近似,从式(42)可得出内径 R in

的近似计算公式为:

R in = i12rb 1 + 2

1 + 4i2
12 - 1

r0

rb
- 1( ) (43)

　 　 从式(43)可知 R in > i12rb。
按表 1 中 2 个算例的数据,从式(43)计算出无

根切最小内径 R in 的近似值;从式(39)求得无根切

最小内径的准确值,所得结果列于表 3。 该表中数
据表明,近似解与准确解接近,不过一般略小。 绘制

图 6 所用内径 R in 即按本节所述准确法求得。
表 3　 面齿轮无根切最小内径数值结果

Table
 

3 　 Numerical
 

results
 

of
 

non-undercutting
 

minimum
 

inner
 

radius
 

of
 

face
 

gear

算例 R∗
in / mm Rin / mm ΔRin / mm δ / %

算例 A 288. 64 292. 34 3. 70 1. 27
算例 B 573. 11 578. 25 5. 14 0. 89

　 　 事实上,面齿轮内端齿根部为刀顶形成的过渡

曲面,而非范成齿面,用式(39)算出的 R in 准确值作

为面齿轮内径,可以充分保证面齿轮无根切,但得到
的结构稍嫌不够紧凑。

6　 结论

　 　 1)通过建立的正交面齿轮传动啮合界线理论

和曲率干涉界线理论,发现啮合界线是小轮齿面上
的渐开线,其共轭线也是渐开线。

2)近齿面干涉界线存在于面齿轮齿的内端附

近,基本沿齿高走向;近齿面干涉界线与啮合界线共

轭线有一个交点,该点位于传动副相对转动轴上。
3)通过迭代求解,可获得内径准确值,导出的

无根切最小内径估算公式便于设计中应用。
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